1 Slunecnice

Priklad 1:

Necht Vi,---,V; jsou disjunktni (k — 1)-prvkové mnoziny a necht F je systém s-
prvkovych mnozin S;, t.z., |S; NVi| = 1 pro kazdé i, j. Kolik mnozin tvori F'? Ukazte, ze
F nema4 slunecnici s k listky.

Napoveéda:

Reseni:

Mnozina z F si do kazdé V; sdéhne prévé jednou, tedy pocet moznosti vybeéru je (k—1)%.
Pro spor méjme slunecnici s k listky. Vezméme listek L a néjakou jeho nesdileny prvek
x € V;. Ostatni listky musi také sdhnut do V; a kazdy musi mit unikatni prvek. Tedy
celkem musi mit V; alespon k prvku a to je spor.

Priklad 2:
Necht n — k+1 < s < n a nechf F je systém vsech s-prvkovych podmnoZin mnoziny
[1,n]. Dokazte, ze F' nemd slunecnice s k listky.

Napovéda:

Co kdyz md listky jen velikosti 17
Reseni:

Necht mdme slunecnici S s k listky. Kazdy listek musi mit alespon jeden prvek, ktery
nepatii zadnému jinému. Oznac¢me tedy pocet prvku, které jsou jen v jednom listku
[ > 1. Disjunktnimi kusy listku se pokryje [k prvku. Na stied slunecnice tedy zbyva
nejvyse n — [k prvkia. Ted dvéma zpusoby odhadneme soucet velikosti |S| mnozin v S.

kln—k+1) < |S|=k(n—1k)+1k
k(—k+1) < k(—lk)+1k
K +k < —IK+1k
I-DEFF—-(I-1Dk < 0
(I—-Dk(k—1) < 0

A dostavame spor.

Priklad 3:
Necht F' je systém podmnozin mnoziny [1,n], ve kterém se kazdé dvé podmnoziny
protinaji. Naleznéte optimalni horni odhad na velikost F'.

Napovéda:

Je potreba dokdzat existenci néjakého velké systému podmnozin a pak ukdzat, Ze Zadny
nemuze byt vétsi.
Reseni:

Uréime jeden prvek - buino napiiklad 1. Ten odebereme, vezmeme vSechny podmnoziny
[2,n]. Ke kazdé pridame prvek 1, ktery tak bude v pruniku vsech. Tim ziskdme odhad
2"~1 vz4jemné se protinajicich podmnozin [1,n].

Snadno se ovéri, ze pokud systém podmnozin obsahuje prvek v pruniku vsech, jeho



velikost je nejvyse 271, Nyni méjme systém mnozin, ktery neobsahuje prvek v primiku
vSech. Vsimneme si, ze pokud X € F', pak doplnék X neni v F'. Vyberu si jeden libovolny
prvek. Napiiklad 1. Vytvorime systém mnozin F’. Pokud 1 € X € F, pak ddm X do F".
Pokud 1 ¢ X € F, pak dam doplnék X do F’. F”’ je opét systém protinajicich se mnozin,
navic m4d stejnou velikost jako F. Tedy i |F| = |F’| < 271

Jednodussi moznost jak argumentovat je fici, ze v F' nemuze byt najednou mnozina i jeji
doplnék. Tedy se vSech podmnozin [1,n] jich muZze byt v F nejvyse polovina a to je 271

Priklad 4:

Turnaniv graf 7%(n) je uplny r-partitn{ graf na n vrcholech, kde se vlikost partit lisf
maximdlné o 1. Jedna se o zobecnén{ bipartitniho grafu. Pocet hran T%(n) oznaéme jako
ti(n). Ukazte, ze hustota hran Turdnova grafu se v limité blizi (k — 1)/k. Tedy

-1
n k—1
lim ¢ = —.
M t(n) (2) i
Pro pouceni: hustota hran grafu je pocet hran déléno poc¢tem hran tplného grafu na

stejném poctu vrchola.

Napovéda:

Reseni:




