1 Ramseyovky

Priklad 1:
Urcete hodnotu R(K3,2K3).

Napovéda:

Oveérte, Ze to je 8.
Reseni:

Ze nestaci 7 je vidét z iplného bipartitntho grafu Ky 5. Ze staci 8 je potieba trochu

rozebrat. Zékladni pozorovani je, ze na 6 vrcholech je vzdy alespon jeden monochrmaticky
trojihelnik. Druhé dulezité je, ze pokud na 5ti vrcholech neni zadny monochromaticky
trojuhelnik, tak je obarveni slozené ze dvou monochromatickych kruznic.
Reknémé, 7e hleddme cerveny nebo dva modré trojihelniky Snadno rozebereme, 7e musi
existovat dva modré, které ale sdileji vrchol (na 8 vrcholech musi byt alespori jeden modry
- cerveny byt nesmi, kdyz odeberu dva jeho vrcholy, tak stdle musi byt néjaky modry.
Pokud neobsahuje neodebrany vrchol, mam dva disjunktni modré). Tyto dva trojihleniky
zaberou 5 vrcholu. Kdyz jeden z nich vyhodim, na zbytku neni ani jeden monochromaticky
trojuhelnik, takze to jsou dvé kruznice. Stejné kdyz vyhodim druhy a pak uz vim skoro
o vSech hranach a dorozebere se to snadno.

Priklad 2:
Urcete hodnotu R(sKy, tKs).

Napovéda:

Oveérte, ze to je 2s+t—1, kde s > t. Postupujte indukci, kdy zvétsujete o jedna nardz
s it. Zacénéte s pripadem R(sK,, Ks) = 2s.

Resent:

Piipad R(sKy, K;) = 2s je skoro vidét. Ted trochu indukéniho kroku. Umime
R(sKs,tKy) = 2s +t — 1 a chceme ukazat, ze R((s + 1)Ky, (t +1)Ky) = (2s+t—1) + 3.
Mé¢jme néjaké obarveni. Naleznu tfi vrcholy w,v,w, ze uv je modra a uw je Cervena.
Pokud je nemohu naleznout, je vSechno jednobarevné a vitézim. Kdyz je najdu, tak je
odeberu, budu mit 2s + ¢ — 1 vrcholu, na kterych existuje dle IP hodné modrych nebo
cervenych hran. K nim pak ptihodim hranu, ktera je v odstranéném trojihelniku.

Priklad 3:
Ukazte, ze R(T1,T5), kde T} a T; jsou stromy, je linedrni v poctu jejich vrcholu.

Napovéda:

Kdyz budu mit graf s velkym minimdlnim stupném, bde se v ném hledat indukovany
strom snadno. Pozorovdani: pokud mdm graf s prumérnym stupném k, pak obsahuje pod-
graf s minimdlnim stupném k/2.

Resent:

Predpoklddejme, ze oba stromy maji stejné vrcholi. Uvazujme K,,. BUNO ¢ervenych
hran je vice. Tedy alesponi n(n — 1)/4. Tedy ¢ervené indukuji graf prumérného stupné
alespon (n — 1)/2. Z pozorovani plyne, ze mame podgraf minimélniho stupné alespon
(n—1)/4. Pokud tedy strom bude mit nejvyse n/4 vrcholu, snadno (hladové) ho najdeme
jako podgraf.

Priklad 4:



Ukazte, ze pro libovolné obraveni koneé¢nych podmnozin prirozenych ¢isel konecné
mnoha barvami existuje nekone¢na mnozina X takova, ze pro kazdé n, vSechny n-prvkové
podmnoziny X neobsahujici prvnich n prvki z X maji stejnou barvu.

Napovéda:

Hlavné se nebdt hodné vyhazovat vrcholy. Princim holubniku - kdyZ mdm nekonecné
mmnoho néjakych obarveniych objektu konecné barvami, musi jich byt nekonecéne obarveno
stejné. Rada pro trojice. KdyZ chei trojice, tak mohu dvojici (a,b) obarvit barvou, kterd
je se vyskytuje na nekonecné mnoho trojicich (a,b,c), kde ¢ > max{a,b}.

Reseni:

Priklad 5:

Necht K je tplnych graf se spocetné nekoneéné mnoha vrcholy, jehoZ hrany jsou
obarveny dvéma barvami. Predpokladejme, ze pro kazda n, K obsahuje tplny graf na
n vrcholech, jehoz vSechny hrany jsou ¢ervené. Obsahuje pak nutné K nekoneény uplny
graf, jehoz vSechny hrany jsou ¢ervené?

Napovéda:

Ne
Reseni:

Vyrobi se disjunktni ¢ervené K, ruznych velikosti a vSechny ostatni hrany se udélaji
modré.

Priiklad 6:

Necht Ky y je tiplny bipartitni graf se spocetné nekonecéné velkymi partitami, jehoz
hrany jsou obarveny dvéma barvami. Je pravda, Ze pro kazdé n graf Kxy musi nutné
obsahovat monochromaticky podgraf izomorfni K, ,? Monochromaticky uplny podgraf s
jednou partitou velikosti n a druhou nekonecné velkou? Obéma nekoneéné velkymi?

Napovéda:

Pront dvé plati, treti neplati.
Reseni:

Reknéme, 7e dvé barvy jsou modré a Gervena.
K, ,, plyne z druhé ¢asti piikladu, ale lze fici i jinak. Ramseyova véta pro matice tvrdi, ze
pro n, k existuje N, ze matice N x N s k ruznymi prvky obsahuje konstantni podmatici
velikosti m x n. Aplikujeme tuto vétu tak, ze polozime k = 2 a pak si predstavime,
ze Tadky jsou indexované jednou partitou a sloupce druhou. Do matice vepiSeme barvy
hran. Ted uz stac{ jen vzit z nekonecného grafu podgraf Ky x vrcholech a dle véty v ném
najdeme monochromaticky K, ,,.
Postupné budu z grafu odhazovat vrcholy z druhé partity tak, aby vrcholy v prvni partité
meély sousedy jen jedné barvy. Vezméme prvni vrchol v; v prvni partité. Vede z néj
nekonecéné hran do druhé partity, tedy v barevé ¢; € {modra, cervend} jich je nekonecné.
7, druhé partity se vyhodi vrcholy, které nejsou s vrcholem vy spojené barvou c¢;. I po
tomto brutdlnim profezani je druha partita nekonecné velka. Vrchol v; obarvime barvou
c1 a pokrac¢ujeme vrcholem ws, ..., vy, 1. Z principu holubniku musi byt mezi vrcholy
vy, ..., V,_1 alesponn n vrcholu stejné barvy. Ty ponechame, vyhodime ostatni prvky z
prvni partity a tim jsme ziskaly hledany monochromaticky podgraf.
Obé nekonecné nelze. Napiiklad tak, ze vrcholy v prvni partité budou mit jen konecné
modrych hran zatimco vrcholy v druhé jen konecné cervenych hran. Déla se postupnym
barvenim hran. Oznac¢me vrcholy v prvni partité vy, vo,... a v druhé partité uy, us, .. ..



Barvime vrcholy v poradi vy, uq, vg, us, . ... Pii barveni hran u vrcholu obarvime vSechny
dosud neobarvené hrany s nim incidentni. U v; ¢ervenou barvou a u u; modrou barvou.




