1 Usporadani a Ramsey

Priklad 1:
Zformulujte a dokazte kanonickou Ramseyovu vétu pro matice.

Napovéda:

Néco jako zZe kazdd matice nad koneénym télesem obsahuje monochromatickou pod-
matici. Pro nejvétsi jendoduchost lze predpoklddat, Ze matice obsahuje pouze 0,1.
Resent:

Pro 0,1 matice s veliskoti 22*=1% x 2k — 1 obsahuje monochromatickou podmatici k x k.
Ptjdu postupné po sloupcich. V kazdém sloupci se podivam, kterd barva je na alespon
poloviné policek. Rédky, které maji jinou barvy vyhodim. U kazdého sloupce zmensim
pocet fadki az na polovinu. Tedy celkem bude fadka 22#~1k2-%+! = k. Navic bude
kazdy sloupec monochromaticky. Alespon polovina sloupci jsou stejné monochromatické,
ostatni vyhodime. Tim dostavame jednobarevnou matici k& x k.

Priklad 2:

Dokazte, ze kazda posloupnost nm + 1 ¢isel obsahuje nerostouci podposloupnost délky
n + 1 nebo neklesajici podposloupnost délky m + 1. Dokazte, ze toto tvrzeni neplati pro
posloupnost délky nm.

Napoveéda:

Preved’te na Dilworthovu vétu (maximdind velikost antiretézce je rovna minimdlnimu
poctu pokrjvajicich fetézci.) Pro mn naleznéte jeden priklad, kde to neplati.
Resent:

Na prvcich se definuje uporadani, Zze a;, < a;, pokud @ < j a a; < aj;. Retézce v
takovém uporadani odpovidaji rostoucim posloupnostem a antifetézce klesajicim. Z D.
véty pak mame, ze pokud je nejdelsi tetézec n, tak jim potiebujme alesponi m+1/n, tedy
antitetézec bude délky m + 1.

Nestaci mn - udéla se n rostoucich posloupnosti délky m a to takovych, ze posloupnost
ma vSechny prvky vétsi, nez vSechny nasledujici posloupnosti. Tyto posloupnosti se daji
za sebe a je to. Piiklad prom =n=3: 7,8,9,4,5,6,1, 2, 3.

Priklad 3:

Naleznéte obarveni piirozenych c¢isel dvéma barvami, které neobsahuje nekonecné
dlouhou monochromatickou aritmetickou posloupnost. (muzete zkusit i geometrickou
posloupnost)

Napovéda:
Néjak zajistit, Ze clovek zabije vsechny - klidné jednu po druhé.
Reseni:
Trebas budeme stiidat délky barevnych useku jako 1,2,3,4,5,6,7,8,.... Pro kazdou

aritmetickou posloupnost, kterd ma roste o k se dostaneme s tisekem k délce k a pak dva
po sobé jdouci useky uz vzdy vynuti zménu barvy pro onu aritmetickou posloupnost.

Priklad 4:
Dokazte, ze prunikové grafy grafu realnych spojitych funkci na uzavieném intervalu
[0, 1] jsou perfektni.



Napovéda:

Zkuste se podivat, jak rozdéli rovinu grafy funkci, které tvori mazimalni kliku. Pripadné
prevést na grafy casteecnyjch uspordddand.
Reseni:

Jde zkusit to prevodem na néco, o ¢em vime, ze je tiida perfektnich grafu. Napiiklad
grafy castecnych uspotradani. Usporadani vyrobim tak, ze f < g pokud ¢ je nad f. Po-
tom Tetézce tvori nezavislé mnoziny a klika odpovida antifetézci. Neb jsou navic perfektni
grafu uzaviené na dopliky, tak to celé vyjde.

Dalsi alternativni moznost je indukci dle poc¢tu hran. Do tii hran se snadno ovéri.
Rekneme, ze funkce f je nad g, pokud v kazdém f(z) > g(z) pro = € [0,1]. Vezméme
graf G, ktery je prusec¢ikovym grafem funkci. Déle v ném vezmeme maximalni kliku K.
Vyrobime umélou funkci ki, kterd kopiruje dolni obalku funkci z K a funkci ko, kterd
kopiruje horni obalku. Dulezité pozorovani je, ze zddna funkce mimo K nemuze protnout
k1 i ko - pokud by se tak stalo, nalezli jsme vétsi kliku. Graf G rozdélime na dva grafy G, a
G3. Do G dame vrcholy, jejichz na jednom z kraju nad k; a do Gy vrcholy, jejichz funkce
jsou pod ko. V&imni si, ze prunik muze obsahovat vic, nez jen vrcholy z K. Je potieba si
uvédomit, ze grafy funkci, které padnou do ruznych G; a ve sjednoceni se protnou maji
riuznou barvu - obrazek pro spor napovi.

Muze se vsak stat, ze G; = G nebo Gy = G. V takovém pripadé zkusime vzit jinou
maximalni kliku. Pokud pro vSechny maximalni kliky plati, ze G; = G nebo Gy = G,
pak bychom chtéli tvrdit, ze mohou byt maximalné dvé - K; a K. A to tak, ze jedna
je "nahote” a druha ”"dole”. Tedy jednou je G; = G a podruhé G, = G. V takovém
piipadé naleznu dva nesousedni vrcholy x € K ay € K, (i jeden vrchol spoleény obéma
klikdm). Vrcholy odeberu, ¢imz mi klesne klikovost a tudiz i barevnost. Obarvim z in-
dukce a obarveni rozsitim na obarveni pro G tak, ze odebrané vrcholy dostanou novou
barvu.

Piiklad 5:
Naleznéte ¢astecné usporadanou mnozinu, kterd neobsahuje nekonecny antiretézec, ale
kterou neni mozné pokryt konec¢né mnoha tetézci.

Napoveéda:

Reseni:

Vyrobime nekoneé¢ny Hassetuv diagram D). Nejprve si pripravime gadget G,. Ten
ma tii hladiny a n + 2 prvka. V nejnizsi hladiné je jeden prvek z,, ktery je nejmensi
(mensi nez vechny ostatni). V druhé hladiné je n vzdjemné neporovnatelnych prvku
X, ={zl, 22, ..., 2"} a ve treti hladiné je jeden nejvétsi prvek y,,. Vysledny diagram D
sestavime z G, € N tak, ze y; zidentifikujeme s ;1.

Graf nemé& nekonec¢ny antiretézec, neb prvky w; a x; jsou porovnatelné se vSemi ostatnimi
a prvky a:f jsou neporovnatelné jen v ramci odpovidajicitho X;. Tedy vSechny antifetézce
jsou konecné.

Pro spor necht lze D pokryt pomoci k fetézci. Potom ale z X, kazdy fetézec pokryje
nejvyse jeden prvek a tudiz alespon jeden zustal nepokryty.




