1 Rovinné grafy

Priklad 1:
Ukazte, ze nakresleni rovinného 3-souvislého grafu je (kombinatoricky) jednoznaéné.

Napovéda:

Kombinatorickd jednoznacnost lze Tici tomu, Ze vrchol vidi své sousedy vZdy ve stejném
cyklickém portadi, aZ na zrcadleni. Pak jesté potreba ukdzat, Ze zrcadleni je urcené podle
orientace jednoho vrhcolu uz jednoznacné. Také pomohou Mengerovy véty (o k-souvislych
grafech a disjunktnich cestdach,).

Reseni:

Nejprve ukédzeme jednoznacnost cyklického potradi. Meéjme nakresleny rovinny 3-

souvisly graf GG. U vrcholu stupné 3 nenfi co tesit, tedy méjme vrchol v stupné alespon 4.
Pro kazdou ¢tverfici jeho sousedii ukdzeme, ze jejich potadi je pevné dané. Necht a, b, ¢, d
jsou sousedi a jsou v tomto cyklickém poradi. Oznacme U = {a,b} a V = {c,d}. Vy-
hodme v z G. Ziskdme 2-souvisly graf. Mengerova véta ika, Ze v k-souvislém grafu pro
dvé mnoziny velikosti k£ existuje & vrcholové disjunktnich cest spojujici vrcholy z obou
mnozin. V naSem piipadé to fika, Ze existuji disjunktni cesty a —c a b — d nebo a — d
a ¢ —b. V8imni si, ze prvni moznost neni rovinna, tedy nastava druhda moznost. A tim
se fixuje ¢ést prevraceni. Obdobné pouzijeme na U = {a,c} a V = {b,d} a tim ziskdme
pevné cyklické potadi celé ¢tverice - 1ze jen celé prevratit.
Nyni mame pevné poradi u vrcholu, ale jesté by se mohlo stat, Zze se nékteré vrcholy
prevraci a nékteré nikoli. Vezméme vrchol u, ktery ma néjaké poradi sousedi. Chceme
ukazat, Ze 1 jeho sousedé uz maji dané, v jak vidi své sousedy. Uzijeme stejny trik s
Mengerem. Necht v je soused u. Sousedi u, kté&ff jsou cyklicky vedle v oznac¢me u; a
ug. Sousedy v, kteff jsou cyklicky vedle u ozna¢me vy a vy. Pak staci U = {uj,us} a
V = {v1,v2} a to ndm urci, které prevrdceni sousedu u v se musi pouzit.

Priklad 2:
Ukazte, ze kazdy rovinny graf ma nakresleni, v némz vSechny hrany jsou piimé, tj.,
usecky.
Napovéda:

Recykluj dukaz Kuratowského véty.
Resent:

Muzeme predpokladat, ze graf je triangulace. Pokud neni, tak prosté pridame néjaké

hrany aby byl a po nakresleni je zase vyhodime. Pak bychom mohli vypozorovat, ze graf
uz je 3-souvisly nebo to je trojihelnik, ktery jisté tiseckové nakresleni ma.
Pti kresleni 3-souvislého grafu pouzijeme, ze K4 ma tseckové nakresleni. jako zacatek in-
dukce. Dale udélame indukei podle hrana, jejiz konstrakce zachova 3-souvislost. Rozkon-
trahujeme a vrcholy nakreslime dostatecné blizko sebe - pak odpovidajici hrany mohou
byt stale rovné.

Priklad 3:
Naleznéte zakdzané minory pro rovinné grafy.

Napovéda:
K5, Kj3

Reseni:



Chci ukazat, ze graf obsahuje podrozdéleni K5, K33 pravé tehdy kdyz obsahuje K,

K33 jako minor. Pro graf K33 je obsahova minor a podrozdéleni to samé, protoze mé
maximalni stupen 3. Pokud obsahuje podrozdéleni K5, tak tim spis bude obsahovat minor
K5. Jedind zajimava moznost je tedy, ze graf obsahuje jako minor Kj, ale neobsahuje
podrozdéleni K.
Méjme graf s K5 minorem. Ten tvori 5 mnozin vrcholu Vi, ..., V5. Pro kazdou dvojici
Vi, Vj si vyberu jednu hranu, ktera jde mezi nimi (alesponi jedna existovam musi, protoze
minor) a ostatni hrany mezi zahodim. V kazdém V; si vyberu vrcholy, které jsou incidentni
s alespon jednou hranou a propojim je pomoci hran a vrcholu ve V; v strom. Necham
stromy a ostatni zahodim. Pokud vsechny V; obsahuji vrchol stupné 4, pak ma K5 minor.
Tedy buno Vi3 ma dva vrcholy w,v stupné 3. Buno podrozdélené hrany z v vedou V; a
Vs. Z v vedou do Vj a V5. Snadno se ukaze, ze ve V5 existuje vrchol, z néhoz vedou
podrozdélené hrany do u, Vy a Vi - doporuceno nakreslit si obrazek. Obdobné pro dalsi
V;. Ted nalezneme podrozdéleni K3, 3 bude mit partity u, V4, Vs a v, Vs, Vs.

Piiklad 4:

Dokazte, ze graf je vnéjskové rovinny pravé tehdy kdyz neobsahuje podrozdéleni Ky a
K, 3 jako podgraf. Dodejme, Ze graf je vnéjskove rovinny, pokud existuje jeho nakresleni
do roviny takové, ze vSechny vrcholy jsou incidentni s vnéjsi sténou.

Napovéda:
Pridej apexovy vrchol (vrchol spojeny se viemi ostatnimi).
Reseni:

Méjme graf G, ktery neobsahuje K, a K 3. Vytvoiime z néj graf G’ pridanim jednoho

nového vrcholu v spojeného hranou se vsemi ostatnimi. Graf G’ neobsahuje podrozdéleni
K5 ani K33. TudiZ je rovinny a muzeme ho nakreslit tak, aby v byl incidentni s vnéjsi
sténou. Pak staci v odebrat a ziskdme nakresleni vnéjskové rovinné nakresleni GG, protoze
kazdy vrchol bude incidentni s vnéjsi sténou.
Jesté ukazeme druhou implikaci. Méjme vnéjskové rovinny graf G. Chceme ukazat,
ze neobsahuje podrozdéleni K, ani Ks3. Sporem necht obsahuje. Vezméme vnéjskové
rovinné nakresleni G' a do vnéjsi stény pridejme vrchol v spojeny se vSemi vrcholy grafu
G. Vysledny graf bude rovinny. Navic ale bude obsahovat podrozdéleni K5 nebo K33 a
to je spor s Kuratowského vétou, ze rovinné grafy neobsahuji podrozdéleni K5 ani Ks 3.




