1 Tutteho polynom

Priklad 1:

Urcete Tutteho polynom pro kruznici délky k.
Napovéda:

Pouzigte rekurzivni vztah pro vipocet Tutteho polynomu.

TG e pokud e je most,
Te =< yTa_. pokud e je smycka,

Tg—e +Tqse pokud e neni ani most ¢i smycka.

Ddle pro graf bez hran plati T = 1.
Resent:

V prvnim kroku se pouzije posledni moznost. Tedy T¢, = Tp, , + T¢,_,. Pres vyha-
zovani mostu zjistime, ze Tp, , = 2*~!. Také si vSimneme, Ze piedchozi rekurze se zastavi
po provedeni na bigon (dva vrcholy spojené dvéma hranami). Vznikne pak jeden vrchol
smyckou O, kde T, = y. Celkem tedy T, =y +x + 2% + -+ + 2F L.

Priiklad 2:
Urcete Tutteho polynom pro dva vrcholy spojené k£ hranami.

Napoveéda:

PouZigte rekurzivni vztah pro viypocet Tutteho polynomu.
Reseni:

Oznac¢me dva vrcholy spojené k hranami Bj. Daéle ozna¢me vrchol s k smyckami jako
Li. V prvnim kroku se pouzije posledni moznost. Tedy T, = 1p, , + 1L, ,. Pies
vyhazovan{ smycek zjistime, ze Ty, | = y*~1. Také si viimneme, Ze predchozi rekurze se
zastavi po provedeni na bigon (dva vrcholy spojené dvéma hranami). Vznikne pak cesta P,
a pouzije se prvni pravidlo, kde vyjde Tp, = z. Celkem tedy T, = z+y+y*+---+y" L.

Priklad 3:
Necht G je rovinny graf a G* jeho dudl, pak Tg(z,y) = To-(y, x).
Napovéda:
Pouzigte rekurzivni vztah pro vipocet Tutteho polynomu.
Reseni:
Staci si vSimnout, ze mosty v G odpovidaji smyckam v G* a ze smycky v G odpovidaji
mostum v G*.

Priklad 4:
Orientace grafu je totalné cyklicka, pokud kazda hrana lezi v orientované kruznici.
Dokazte, ze graf G ma T(0,2) totalné cyklickych orientaci.

Napovéda:
Pouzigte rekurzivni vztah pro viypocet Tutteho polynomu.

Reseni:



Oznaéme O(G) pocet totalné cyklickych orientaci grafu G. Chceme Nésledujici vztah

0 pokud e je most,
O(G) =< 20(G —e) pokud e je smycka,
O(G —e) + O(G/e) pokud e neni ani most ¢i smycka.

Pro prézdny graf pak O(G) = 1. Ten vztah by presné odpovidal dosazeni 0 a 2 do Tutteho
polynomu.

Prvni dva kusy jsou jasné. Graf s mostem nemuze obsahovat totalné cyklickou ori-
entaci diky mostové hrané. Naopak smycku v grafu mohu zorientovat libovolnym ze
dvou moznych zpusobu a tedy pocet orientaci je 2-krat vetsi, nez po odebrani smycky.
Smycka také nema zadny vliv na existenci orientace.

Pro posledni vztah je potieba rozebrat nékolik pripadi. Méjme totalné cyklickou orientaci
grafu GG, ze pfi otocni hrany e jiz totdlné cyklickou nebude. Pak to bude dobra orientace
i pro G/e, ale v G — e se nezapocitd. Pokud je mozné hranu otocit, zapocte se jednou v
G/e a jednou v G — e. Zde je potieba si vyzkouset, ze pokud hrana je otocitelna, tak i
po jejim odebrani je orientace stale totalné cyklicka.

Vime tedy, ze orientace z G se zapoctou. Jesté je potieba zkusit, zda se nezapocte néco
navic.

Pokud je totélné cyklickd orientace spoletnd pro G/e a G — e, tak na orientaci hrany
e nezalezi a lze ji vzit dvéma zpusoby. Pokud orientace G/e je totalné cyklickd ale pro
(G — e neni, pak nemohou obé orientace e tvorit totalné cyklickou orientaci. Muze ji tvorit
nejvyse jedna orientace. Kdyz by ani jedna orientace nebyla vhodna, tak existuji hrany
f a f', které ve svém cyklu nuti opacné orientace hrané e. Pak se ale ukaze, ze nenuti -
maly rozbor pripadu.

Priklad 5:

Ukazte, ze pokud je G = (V, E) sjednocenim grafu G; = (Vi, E1) a Gy = (V,, E»)
sdilejici nanejvys jeden vrchol, pak T = T, Te,-
Napovéda:

Lze pouZit rekurzivni definici © nerekurzivni, kterd je

Tola.y) = Y (o = 17Oy — 10 = 37 (o = DHOHE - 1),

FCE FCE

kde k(E) je pocet komponent souvislosti, n(E) := |E| —|V|+ k(E) ar(E) = |V|—k(E).
Pro F je definice obdobnd.
Resent:

Rozlisime dva piipady. Zda je Gy a G5 sdili vrchol ¢i nikoli. Pokud nesdili, budeme
psét:

T (2.0) o (,9) = 3 (= 1D (1)) 3™ (1 HE) 1y
I CE, F,CEs
— Z (:C _ 1)k(Fl)*k(El)Jrk(Fﬂ*k(Ez)(y _ 1)n(F1)+ﬂ(F2) _
W CFEy L FoCEs

Vypozorujeme, ze F} C Fy, F5 C Es muzeme nahradit /' C F, protoze E = F,U FE,. Dale
si veimneme, ze k(Fy)+k(Fy) = k(F) a k(E))+k(E2) = k(E). Nakonec jesté zpozorujeme,



ze n(Fy) + n(Fz) = [Fi] — [Vi| + k(F1) + [Fo| — [Va| + k(F2) = [F| = [V] + k(F) = n(F).
Tedy dostavame

= Y (0 = DIOHE (1)) = T(ay)
FCE

Pokud G a G4 sdili vrchol, prvni krok v rozepsani je stejny, ale budeme pozorovat, ze:
V| = V1| + |Va| = 1, k(FY) + k(F2) = k(F) + 1, k(E1) + k(E2) = k(E) + 1 a pro nulity
n(F) +n(Fy) = | By = [Vi[ +E(Fy) + | Fo| = [Vo| + k(Fy) = [Fl+1—|V] =1+ k(F) = n(F).
Tedy opét dostavame

= > (= )OOy — 1)) = T (a, y)

FCE

Priklad 6:
Pouzitim Tutteho polynomu urcete pravdépodobnost, ze graf vznikly z G odebranim
kazdé hrany s pravdépodobnosti p (nezdvisle) je souvisly.

Napovéda:

Zkuste pouZzit univerzdlni polynom a z néj pak vypadne Tutteho polynom. Také zkuste
pocitat pravdépodobnost, Ze pocet komponent zustane zachovdn. Pro souvislé grafy je to
to samé, pro nesouvislé je pravdépodobnost stejnak 0.

Univerzdlni polynom Ug(a, 3,7, 0, €) je

n

« pokud G memd hrany a md n vrholi,
. OBUqG_e pokud e je most,
“ YUq_e pokud e je smycka,

0Uqg—ec + €Ugje pokud e neni ani most ¢i smycka.

Ddle plati, ze Ug(a, 3,7,9,€) = oD U@ T (B /e, v/6).
Reseni:

Oznacme pravdépodobnost, ze graf bude mit stejné komponent souvislosti po odebrani
hran s pravdépodobnosti p pomoci FPg.

1 pokud G nema hrany
P (1—-p)Ps_. pokud e je most (nesmi se vyhodit),
“- 1Pg_. pokud e je smycka (souvislot neovlivni),

pPg_c + (1 —p)Pg/e pokud e neni ani most ¢i smycka.

Tedy nase P; muzeme napsat jako univerzalni polynom Ug(1, (1 —p),1,p, (1 — p)). Pak
vyjadienim pies Tutteho polynom sotaneme p™( (1 — p)" (DT, (1,1/p).




