
1 Tutteho polynom

Př́ıklad 1:
Určete Tutteho polynom pro kružnici délky k.

Nápověda:
Použijte rekurzivńı vztah pro výpočet Tutteho polynomu.

TG =


xTG−e pokud e je most,

yTG−e pokud e je smyčka,

TG−e + TG/e pokud e neńı ani most či smyčka.

Dále pro graf bez hran plat́ı TG = 1.

Řešeńı:
V prvńım kroku se použije posledńı možnost. Tedy TCk

= TPk−1
+ TCk−1

. Přes vyha-
zováńı mostu zjist́ıme, že TPk−1

= xk−1. Také si všimneme, že předchoźı rekurze se zastav́ı
po provedeńı na bigon (dva vrcholy spojené dvěma hranami). Vznikne pak jeden vrchol
smyčkou C1, kde TC1 = y. Celkem tedy TCk

= y + x+ x2 + · · ·+ xk−1.

Př́ıklad 2:
Určete Tutteho polynom pro dva vrcholy spojené k hranami.

Nápověda:
Použijte rekurzivńı vztah pro výpočet Tutteho polynomu.

Řešeńı:
Označme dva vrcholy spojené k hranami Bk. Dále označme vrchol s k smyčkami jako

Lk. V prvńım kroku se použije posledńı možnost. Tedy TBk
= TBk−1

+ TLk−1
. Přes

vyhazováńı smyček zjist́ıme, že TLk−1
= yk−1. Také si všimneme, že předchoźı rekurze se

zastav́ı po provedeńı na bigon (dva vrcholy spojené dvěma hranami). Vznikne pak cesta P1

a použije se prvńı pravidlo, kde vyjde TP1 = x. Celkem tedy TBk
= x+y+y2 + · · ·+yk−1.

Př́ıklad 3:
Necht’ G je rovinný graf a G∗ jeho duál, pak TG(x, y) = TG∗(y, x).

Nápověda:
Použijte rekurzivńı vztah pro výpočet Tutteho polynomu.

Řešeńı:
Stač́ı si všimnout, že mosty v G odpov́ıdaj́ı smyčkám v G∗ a že smyčky v G odpov́ıdaj́ı

most̊um v G∗.

Př́ıklad 4:
Orientace grafu je totálně cyklická, pokud každá hrana lež́ı v orientované kružnici.

Dokažte, že graf G má TG(0, 2) totálně cyklických orientaćı.

Nápověda:
Použijte rekurzivńı vztah pro výpočet Tutteho polynomu.

Řešeńı:
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Označme O(G) počet totálně cyklických orientaćı grafu G. Chceme Následuj́ıćı vztah

O(G) =


0 pokud e je most,

2O(G− e) pokud e je smyčka,

O(G− e) +O(G/e) pokud e neńı ani most či smyčka.

Pro prázdný graf pak O(G) = 1. Ten vztah by přesně odpov́ıdal dosazeńı 0 a 2 do Tutteho
polynomu.
Prvńı dva kusy jsou jasné. Graf s mostem nemůže obsahovat totálně cyklickou ori-
entaci d́ıky mostové hraně. Naopak smyčku v grafu mohu zorientovat libovolným ze
dvou možných zp̊usob̊u a tedy počet orientaćı je 2-krát větš́ı, než po odebráńı smyčky.
Smyčka také nemá žádný vliv na existenci orientace.
Pro posledńı vztah je potřeba rozebrat několik př́ıpad̊u. Mějme totálně cyklickou orientaci
grafu G, že při otočńı hrany e již totálně cyklickou nebude. Pak to bude dobrá orientace
i pro G/e, ale v G− e se nezapoč́ıtá. Pokud je možné hranu otočit, započte se jednou v
G/e a jednou v G − e. Zde je potřeba si vyzkoušet, že pokud hrana je otočitelná, tak i
po jej́ım odebráńı je orientace stále totálně cyklická.
Vı́me tedy, že orientace z G se započtou. Ještě je potřeba zkusit, zda se nezapočte něco
nav́ıc.
Pokud je totálně cyklická orientace společná pro G/e a G − e, tak na orientaci hrany
e nezálež́ı a lze ji vźıt dvěma zp̊usoby. Pokud orientace G/e je totálně cyklická ale pro
G− e neńı, pak nemohou obě orientace e tvořit totálně cyklickou orientaci. Může ji tvořit
nejvýše jedna orientace. Když by ani jedna orientace nebyla vhodná, tak existuj́ı hrany
f a f ′, které ve svém cyklu nut́ı opačné orientace hraně e. Pak se ale ukáže, že nenut́ı -
malý rozbor př́ıpad̊u.

Př́ıklad 5:
Ukažte, že pokud je G = (V,E) sjednoceńım graf̊u G1 = (V1, E1) a G2 = (V2, E2)

sd́ılej́ıćı nanejvýš jeden vrchol, pak TG = TG1TG2 .

Nápověda:
Lze použ́ıt rekurzivńı definici i nerekurzivńı, která je

TG(x, y) =
∑
F⊆E

(x− 1)r(E)−r(F )(y − 1)n(F ) =
∑
F⊆E

(x− 1)k(F )−k(E)(y − 1)n(F ),

kde k(E) je počet komponent souvislosti, n(E) := |E| − |V |+ k(E) a r(E) := |V | − k(E).
Pro F je definice obdobná.

Řešeńı:
Rozlǐśıme dva př́ıpady. Zda je G1 a G2 sd́ıĺı vrchol či nikoli. Pokud nesd́ıĺı, budeme

psát:

TG1(x, y)TG2(x, y) =
∑

F1⊆E1

(x− 1)k(F1)−k(E1)(y− 1)n(F1)
∑

F2⊆E2

(x− 1)k(F2)−k(E2)(y− 1)n(F2) =

=
∑

F1⊆E1,F2⊆E2

(x− 1)k(F1)−k(E1)+k(F2)−k(E2)(y − 1)n(F1)+n(F2) =

Vypozorujeme, že F1 ⊆ E1, F2 ⊆ E2 můžeme nahradit F ⊆ E, protože E = E1∪E2. Dále
si všimneme, že k(F1)+k(F2) = k(F ) a k(E1)+k(E2) = k(E). Nakonec ještě zpozorujeme,
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že n(F1) + n(F2) = |F1| − |V1| + k(F1) + |F2| − |V2| + k(F2) = |F | − |V | + k(F ) = n(F ).
Tedy dostáváme

=
∑
F⊆E

(x− 1)k(F )−k(E)(y − 1)n(F ) = TG(x, y)

.
Pokud G1 a G2 sd́ıĺı vrchol, prvńı krok v rozepsáńı je stejný, ale budeme pozorovat, že:
|V | = |V1| + |V2| − 1, k(F1) + k(F2) = k(F ) + 1, k(E1) + k(E2) = k(E) + 1 a pro nulity
n(F1)+n(F2) = |F1|− |V1|+k(F1)+ |F2|− |V2|+k(F2) = |F |+1−|V |−1+k(F ) = n(F ).
Tedy opět dostáváme

=
∑
F⊆E

(x− 1)k(F )−k(E)(y − 1)n(F ) = TG(x, y)

.

Př́ıklad 6:
Použit́ım Tutteho polynomu určete pravděpodobnost, že graf vzniklý z G odebráńım

každé hrany s pravděpodobnost́ı p (nezávisle) je souvislý.

Nápověda:
Zkuste použ́ıt univerzálńı polynom a z něj pak vypadne Tutteho polynom. Také zkuste

poč́ıtat pravděpodobnost, že počet komponent z̊ustane zachován. Pro souvislé grafy je to
to samé, pro nesouvislé je pravděpodobnost stejnak 0.
Univerzálńı polynom UG(α, β, γ, δ, ε) je

UG =


αn pokud G nemá hrany a má n vrhol̊u,

βUG−e pokud e je most,

γUG−e pokud e je smyčka,

δUG−e + εUG/e pokud e neńı ani most či smyčka.

Dále plat́ı, že UG(α, β, γ, δ, ε) = αk(G)δn(G)εr(G)TG(αβ/ε, γ/δ).

Řešeńı:
Označme pravděpodobnost, že graf bude mı́t stejně komponent souvislosti po odebráńı

hran s pravděpodobnost́ı p pomoćı PG.

PG =


1 pokud G nemá hrany

(1− p)PG−e pokud e je most (nesmı́ se vyhodit),

1PG−e pokud e je smyčka (souvislot neovlivńı),

pPG−e + (1− p)PG/e pokud e neńı ani most či smyčka.

Tedy naše PG můžeme napsat jako univerzálńı polynom UG(1, (1− p), 1, p, (1− p)). Pak
vyjádřeńım přes Tutteho polynom sotaneme pn(G)(1− p)r(G)TG(1, 1/p).
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