
Cvičeńı 6

1 Formule

Rozhodněte, pro které z množin

1. M1 = {1},

2. M2 = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .},

3. M3 = {1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . , 2i, . . .},

4. M4 = {−3, 3, 15}

plat́ı tvrzeńı:

1. ∀x ∈M ∃y ∈M y > x

2. ∃y ∈M ∀x ∈M y ≥ x

3. ∀x ∈M (“x je sudé” ∨ “x je liché”)

4. (∀x ∈M “x je sudé”) ∨ (∀x ∈M “x je liché”)

5. ∀x ∈M ∀y ∈M ∃z ∈M z = x · y

6. ∃x ∈M ∀y ∈M ∃z ∈M x · y = z

7. ∃x ∈M ∀y ∈M ∃z ∈M y · z 6= x

8. ∃a ∈M ∀b ∈M ∃c ∈M b + c = a

9. ∀x ∈M ∃y ∈M ∀z ∈M y · z > x

Najděte množiny M , pro které plat́ı následuj́ıćı:

1. (∀x ∈M ∃y ∈M y > x) a zároveň (∀x ∈M ∃y ∈M y < x).

2. (∃x ∈M ∀y ∈M y ≤ x) a zároveň (∃x ∈M ∀y ∈M y ≤ x).

3. ∀x ∈M ∀y ∈M x + y 6= 6.

4. ∀x ∈M ∀y ∈M x + y = 6.

5. (∃x ∈M ∀y ∈M ∃z ∈M x · y = z), ale neplat́ı (∀x ∈M ∀y ∈M ∃z ∈M z = x · y).

6. (∃x ∈M ∀y ∈M y ≥ x) a zároveň (∀a ∈M ∃b ∈M a + b = 6).
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2 Důkaz př́ımý

1. Dokažte, že součet třet́ıch mocnin tř́ı po sobě jdoućıch přirozených č́ısel je dělitelný dev́ıti.

3 Matematická indukce

1. Dokažte, že nerovnost
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1

2n
>

1
2

plat́ı pro všechna n ≥ 2.

2. Dokažte pomoćı matematické indukce, že pro každé sudé n lze mř́ıžku 3×n vydláždit dominovými
kostkami 2× 1.

3. Dokažte, že libovolnou částku peněz větš́ı než 4 Kč vyjádřenou v celých korunách lze sestavit
jen užit́ım dvoukorun a pětikorun.

4. Mezi 2n+1 přirozenými č́ısly lze vždy nalézt 2n č́ısel, jejichž součet je dělitelný 2n. Vyložit, že
při indukci nepřidáváme, ale ub́ıráme.

5. Pomoćı matematické indukce dokažte, že každá množina velikosti k má právě 2k r̊uzných podmnožin.
(Postupujte indukćı podle k.)

6. Dokažte, že pro každé n ≥ 2 lze mř́ıžku (1, . . . , 2n)×(1, . . . , 2n), ve které chyb́ı kus (1, . . . , 2n−1)×
(1, . . . , 2n−1) vydláždit d́ılky tvaru L.

7. Dokažte, že pro každé n ≥ 2 lze mř́ıžku (1, . . . , 2n) × (1, . . . , 2n), ve které chyb́ı d́ılek na pozici
(1, 1), vydláždit d́ılky tvaru L.

4 Důkaz sporem

1. Dokažte, že neexistuje nejmenš́ı kladné racionálńı č́ıslo.

2. Dokažte, že č́ıslo
√

2 je iracionálńı.

3. Dokažte, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

4. Dokažte, že pomoćı d́ılk̊u tvaru L nelze vyplnit mř́ıžku (1, . . . , 2n)× (1, . . . , 2n).

5 Důkaz obměnou

1. Dokažte pro všechna přirozená č́ısla n: jestliže č́ıslo n2 + 2 neńı dělitelné třemi, pak je třemi
dělitelné č́ıslo n.
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