
Cvičeńı 8

1 Důkaz sporem

Jak funguje. Úskaĺı: těžko poznat, co je hledaný spor a co je chyba.

1. Dokažte, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

2. Dokažte, že pomoćı d́ılk̊u tvaru L nelze vyplnit mř́ıžku (1, . . . , 2n)× (1, . . . , 2n).

3. Dokažte, že rovnice x2 − y2 = 1 nemá žádné kladné celoč́ıselné řešeńı.

4. Dokažte, že rovnice x3 + x + 1 = 0 nemá žádné racionálńı řešeńı.

5. Pokud v trojúhelńıku plat́ı a2 + b2 = c2, pak je pravoúhlý.

2 Matematická indukce

Vysvětlit, jak přesně funguje (i pro jiné množiny než jenom N, třeba všechna sudá č́ısla apod.) Varovat
před “přidávaćı” metodou, správně “odeb́ıráme” (do grafu velikosti n přidám vrchol vs. z grafu
velikosti n + 1 odeberu vrchol, ale grafy ještě neznaj́ı). To se ale vysvětluje blbě, protože u N to vyjde
nastejno.

1. Dokažte, že nerovnost
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plat́ı pro všechna n ≥ 2.

2. Dokažte pomoćı matematické indukce, že pro každé sudé n lze mř́ıžku 3×n vydláždit dominovými
kostkami 2× 1.

3. Dokažte, že libovolnou částku peněz větš́ı než 4 Kč vyjádřenou v celých korunách lze sestavit
jen užit́ım dvoukorun a pětikorun.

4. Pomoćı matematické indukce dokažte, že každá množina velikosti k má právě 2k r̊uzných podmnožin.
(Postupujte indukćı podle k.)

5. Dokažte, že pro každé n ≥ 2 lze mř́ıžku (1, . . . , 2n)×(1, . . . , 2n), ve které chyb́ı kus (1, . . . , 2n−1)×
(1, . . . , 2n−1) vydláždit d́ılky tvaru L.

6. Dokažte, že pro každé n ≥ 2 lze mř́ıžku (1, . . . , 2n) × (1, . . . , 2n), ve které chyb́ı d́ılek na pozici
(1, 1), vydláždit d́ılky tvaru L.

7. Graẙuv kód je cyklická posloupnost n-tic z nul a jedniček, ve které se každá n-tice lǐśı od
předcházej́ıćı v právě jedné pozici a každá n-tice z nul a jedniček se v posloupnosti vyskytuje
právě jednou. Dokažte, že Graẙuv kód existuje pro každé n ∈ N.

8. Fibonacciho č́ısla definujme takto: F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 2. Dokažte, že
počet zp̊usob̊u, jak vydláždit mř́ıžku 2× n dominovými kostkami 2× 1 je roven Fn+1.

9. Dokažte, že každá dvě po sobě následuj́ıćı Fibonacciho č́ısla jsou nesoudělná.

10. Dokažte, že pro všechna n ≥ 1 plat́ı
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