
Lineárńı algebra II - 26.3. CV 4

Mějme k + 1 bod̊u (x0, y0) . . . (xk, yk) s r̊uznými x-ovými souřadnicemi.
Procháźı jimi právě jeden polynom stupně k. Lagranž̊uv interpolačńı poly-
nom L(x) je zp̊usob, jak tento polynom stupně k źıskat.

L(x) =
k∑

j=0

yjlj(x)

kde

lj(x) =
k∏

i=0,i 6=j

x− xi

xj − xi

=
x− x0

xj − x0

· · · x− xk

xj − xk

Malá Fermatova věta: pro každé prvoč́ıslo p a č́ıslo a, které neńı násobek
p plat́ı:

ap−1 ≡ 1( mod p).

O λ řekneme, že je vlastńı č́ıslo čtvercové matice A, pokud existuje vek-
tor x 6= 0 splňuj́ıćı rovnici Ax = λx Vlastńı č́ısla λi jsou kořeny charakteri-
stického polynomu pA(t) = |A− tI|.

Vlastńı vektory př́ıslušné danému λi splňuj́ı rovnost Ax = λix, neboli
jsou řešeńım homogenńı soustavy (A− λiI)x = 0.

Matice řádu n je diagonalizovatelná právě když má n vlastńıch č́ısel a
prostory vlastńıch vektor̊u maj́ı dimenze rovny algebraickým násobnostem
př́ıslušných vlastńıch č́ısel.

I) Proložte danými body v rovině interpolačńı polynom.
a) (1,−2), (2, 2), (−2, 2) ∈ R2

Řešeńı: x2 − 2
b) (−1,−9), (1,−3), (2, 3) ∈ R2

Řešeńı: x2 + 3x− 7
c) (−1, 10), (1, 4), (4, 25) ∈ R2

Řešeńı: 2x2 − 3x+ 5
d) (4, 0), (1, 4), (2, 4) ∈ Z2

5

Řešeńı: x2 + 2x+ 1

II) Spočtěte nad Z5 následuj́ıćı pod́ıly polynomů.
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a) 4x3 + 3x2 + 4x+ 3 : 2x2 + 3x+ 3
Řešeńı: 2x+ 1

b) x5 + 1 : x+ 2
Řešeńı: x4 + 3x3 + 4x2 + 2x+ 1, zbytek 4

c) 3x3 + 2x2 + 1 : x2 + 2x+ 2
Řešeńı: 3x+ 1, zbytek x+ 4

III) Určete, kolik je r̊uzných polynomů p stupně nejvýše tři nad tělesem
Z5 takových, že p(3) = 2. Popǐste všechny takové polynomy.

IV) V tělese Zp nalezněte polynom, stupně nejvýše p, který nabývá
stejných hodnot.

a) V tělese Z5, p(x) = 4x20 + 3x17 + 2x16 +x13 + 3x12 + 2x10 + 4x9 + 2x7 +
2x5 + x+ 3.
Řešeńı: 4x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 3

b) V tělese Z7, p(x) = 5x16 + 6x15 + 4x13 +x12 + 3x11 + 6x10 + 2x9 + 3x7 +
5x5 + 2x+ 1.
Řešeńı: x6 + x5 + 4x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 1

V) Nalezněte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch
matic nad tělesem C.

a)

(
2 6
6 −3

)
Řešeńı: 6(3, 2)− 7(2,−3)

b)

(
0 1
−2 −2

)
Řešeńı: 1 + i(1, 1 + i); 1− i(1, 1− i)

c)

(
5 10
4 −1

)
Řešeńı: 9(5, 2);−5(−1, 1)

VI) Nalezněte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matic nad tělesem
C. Určete, zdali jsou tyto matice diagonalizovatelné.

a)

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2


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Řešeńı: −1, (1, 1,−1) neni diagonalizovatelna

b)

 2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1


Řešeńı: 2, (1, 0, 0); 1(1, 0, 1);−1(0,−1, 1), je diag

c)

 0 2 2
2 0 2
2 2 0


Řešeńı: 4(1,1,1); -2,(-2,1,1) (1,-2,1), JE diag

d)

 1 −1 0
0 1 4
−1 0 4


Řešeńı: 3,3(1,-2,1); 0(4,4,1), neni diag

Bonus
Řešeńı:

VII) Určete vlastńı č́ısla matice K =


3 2 0 1 −2
0 2 0 0 0
2 0 1 0 3
0 5 0 1 0
4 8 0 7 −3

.

Řešeńı: polynom (2 − t)(1 − t)3(1 + t). Vlastńı č́ısla matice K jsou 2,

1 (trojnásobné) a −1. U matice H =


10 0 7 −7
4 5 2 −2
16 4 15 −8
30 4 26 −19

 3,−4 a 5.

Dopoč́ıtejte zbylé vlastńı č́ıslo.
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